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0. Introduction. 



L'analyse complexe s'est fortement developpee au 19° siecle, en particulier avec les travaux de Cauchy, 
Riemann et Weierstass. Les essais de generalisation en dimension superieure conduisirent a la construction 
des quaternions et des octonions. Toutefois, ces nouveaux objets s'avererent alors un peu decevants au 
niveau de l'analyse. Par ailleurs, de fortes limitations a ce type de generalisations furent obtenues, entre 
autres par Frobenius avec une classification des algebres associatives de division reelles de dimensions finies, 
ou par Bott et Milnor qui demontrerent le theoreme suivant. 

Theoreme ([EM]) : L' espace vectoriel E" possede une operation produit bilineaire sans diviseur de 
seulement pour n=l,2,4 ou 8. 

Pour n=4 et 8, on obtient respectivement les quaternions et les octonions. Dans le cas de M^, la condition 
d'integrite est equivalente a I'existence d'un element i de tel que 1 + = 0. 

Sachant qu'il est impossible de trouver en dimensions superieures des algebres associatives de division, 
nous rechercherons des algebres ayant de bonnes proprietes analytiques, c'est-a-dire dans lesquelles existe 
une theorie des fonctions analogue a l'analyse complexe. Par consequent, nous essaierons d'etendre, en di- 
mension superieure a deux, le point de vue de Cauchy-Riemann sur l'analyse complexe (fonctions derivables 
et representation integrale). 

Nos resultats sont valables dans une algebre commutative, mais pour accroitre leur generalite, nous nous 
placerons dans le cadre de la superanalyse. 

II est a noter que, contrairement a l'analyse complexe ou quaternionique, nous ne disposons pas d'un 
operateur de conjugaison sur les algebres A = Aq Ai - ou les elements de Aq (resp. Ai) commutent (resp. 
anti-commutent) entre eux - et les superespaces Aq x A™ associes a A que nous considerons . 

Nous definirons sur certains superespaces un operateur d" de Cauchy-Riemann dont le noyau coi'ncidera 
avec I'espace des fonctions superdifferentiables (S-differentiables en abrege). 

Des conditions (Aj), j = 0, 1 sur A^, a mettre en parallele avec la relation complexe 1 + = 0, s'imposent 

alors de maniere naturelle lorsque nous cherchons une solution fondamentale de cet operateur d" . 

Nous obtenons en particulier une formule de representation avec operateurs integraux a noyaux explicites : 

Theoreme 0.1. On suppose les conditions (Aq) et (Ai) satisfaites par I'algebre A = Aq Ai. Soit D 
ouvert de Ag x A™ borne et a frontiere et f forme difjerentielle continue sur D et de classe dans 



et un theoreme de type Hartogs : 

Theoreme 0.2. ; Sous les conditions (Aq) et (Ai), si dfl est le bord connexe d'un domaine fl borne de 
Aq X A{", avec n + m > 2, et f une fonction qS-differentiable au voisinage de dfl, alors f se prolonge en 
une fonction gS-differentiable surfl. 

Dans une premiere partie, nous preciserons nos notations et rappellerons les principales notions de su- 
peranalyse, suivant, pour I'essentiel, la presentation de Khrennikov (Kj. Nous fournirons aussi quelques 
exemples. 
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Dans la seconde partie, suivant le point de vue "riemannien" de I'analyse complexe, nous definirons un 
operateur de Cauchy-Riemann dont le noyau est constitue des fonctions super-differentiables en les va- 
riables commutatives et "quasi "-super differentiables en les variables anti-commutatives. 
La troisieme partie sera devolue a la recherche de representations integrales pour les fonctions definies dans 
un super-espace et a valeurs dans notre algebre. C'est dans ce paragraphe qu'apparaitront les conditions 
(Aq) et (Ai), qui fourniront une superanalyse aux proprietes etonnamment voisines de I'analyse complexe. 
Les representations integrales seront alors I'outil que nous utiliserons pour etudier les proprietes des fonc- 
tions super-differentiables. La quatrieme partie en donnera quelques consequences, dont un theoreme de 
convergence de type Weierstrass et un theoreme de prolongement des fonctions superdifferentiables de 
type Hartogs. Dans la cinquieme partie, nous donnerons les proprietes d'harmonicite et d'analyticite des 
fonctions qs-differentiables et quelques consequences, comme le principe du maximum ou un resultat de 
S-differentiabilite separee. 

L'objectif de Particle n'est pas un recensement exhaustif des proprietes des fonctions super-differentiables ; 
il essaie de souHgner une etrange proximite, sous certaines conditions, entre I'analyse complexe et la su- 
peranalyse. 



1. La superanalyse. 

Conformement a p<], nous noterons A une superalgebre commutative reelle (en abrege CSA). 
Un M-espace vectoriel Z2-gradue A = Aq Ai muni d'une fonction parite a definie sur les elements homo- 
genes par a{a) = (resp. 1) si a G Aq (resp. si a £ Ai) devient une superalgebre si on le munit d'une struc- 
ture d'algebre associative unitaire dont la multiplication verifie la propriete a{ab) = a{a) + a{b) (mod. 2) 
pour tout couple (a, b) d'elements homogenes. 

Le supercommutateur est defini sur les elements homogenes par [a, b} ^ ab- (-l)'^('^)'^('')&a (et prolonge 
par bilinearite). Une superalgebre est dite (super) commutative si pour tout couple (a, b) d'elements homo- 
genes [a,b} = 0. 

Nous definissons le Ai-annihilateur comme etant ^Ai = {A e A : AAi = 0}. Toutes les CSA conside- 
rees ici seront de dimensions finies. Nous noterons (eo, ei, Bp) une base de Aq (bq est I'element unite 
de A), (^1, £2, Eg) — (ep+i, ep+2, Bp+g) une base de Ai, et definissons les coefficients de structure 
(d'algebre) F de A par CiCj = X^feiLo ^ij^k pour i,j = 0, 1, ...,p + q. On remarque que, d'apres la defi- 
nition d'une CSA, les coefficients T sont symetriques en si iouj e {0, anti-symetriques si 
ietj e {p+l,p + 2,...,p + q}. 



On appelle superespace sur la CSA A tout R-espace vectoriel 

m.l'"' = AJf X A™ 

ou n, m S N. 



Definition 1.1. Si U est un ouvert de M^'"* et F une application de U dans A, nous disons que F est 
super differentiahle (ou S-differentiable) en x £ U s'il existe des elements §§-{x) de A, j = 1, ...,n + m tels 
que, pour tout h G M^'™ tel que x + h £ U , on ait 

F{x + h)^ F{x) + 7^i^)^J + o^*) 
avec '*'7i||/j||^o^pqp = ou II . II est une norme sur I'espace vectoriel M^'™- 

Nous remarquons que ^^{x), -^(x) sont definis de fagon unique par la condition ci-dessus, tandis 
que 37^(2;), g/^ (^) sont definis modulo ^Ai. La condition de S-differentiabilite de F exprime done 
le fait que F est differentiahle et que sa derivee est definie par les operateurs de multiplication par des 
elements de A. 

Exemple 1. 

Si Ai = et Aq = Vect (cq, ei) avec Cq = 1 et 6;^ = —eg, les fonctions S-differentiables sont les fonctions 
holomorphes et la superanalyse est alors I'analyse complexe. 



Exemple 2. (Analyse hyperbolique.) 



22 octobre 2009 



3 



: Ai = et Ao = Vect (eo,ei) avec eo = 1 et (ei)^ = bq. 
f = ueo + vei 5-diff. ^*i = ^et^ = ^ 

Alors f,uetv verifient I'equation des ondes — = 0. 

Remarque : soient (p et tp fonctions de classe sur K. Alors / : A — »• A definie par 

/(xeo + yei) = [(f{x + y) + tjj{x - y)]eo 

+ [(p{x + y) — il){x — y)]ei est S-differentiable, mais pas plus reguliere que ne le sont et ip. 



Exemple 3. 

Soit A une algebre de ClifTord reelle de dimension 2^ dont Ics generateurs ei,...,efe verifient e^Cj + 
CjCi = —2Sij ; A peut s'ecrire comme une superalgcbrc A = Aq © Ai avec Aq = Vect{ei ; |J| pair }, 
Ai = Vect{ej ; |/| impair }, oil — l,et si / = {ii, . . . , e/ = Cjj . . . Cj^. 

Exemple 4. 

Supposons Ai et Aq de dimensions respectives 4 et 6, avec la table de multiplication suivante : 



X 


eo 


61 


62 


63 


64 


65 


£1 


£2 


£3 


£4 


eo 


eo 


61 


62 


63 


64 


65 


£1 


£2 


£3 


£4 


ei 


ei 


-60 


63 


-62 


65 


-64 


£2 


-£l 


£i 


-£3 


62 


62 


63 


























63 


63 


-62 


























64 


64 


65 








64 


65 














65 


65 


-64 








65 


-64 














£1 


ei 


£2 




















-63 


62 


£2 


£2 


-£l 




















62 


63 


£?, 


£3 


£i 














63 


— 62 





n 


£i 


-4 


^-3 














-'2 


-< 3 









L'ensemble des nilpotents de Aq est ici Vect (62,63) done I'algebre Aq n'est isomorphe a aucun produit 
d'algebres 11^=1 ^3 so'^t des extensions de M . 



2. L'OPERATEUR DE CAUCHY-RIEMANN EN SUPERANALYSE. 

Soit / une fonction d'un ouvert U de K^'™ = Aq x A™ dans A = Aq x Ai. II sera commode, comme 
dans [K], d'ecrire x G R^'"' sous la forme x = {y,9) avec y G Ag et 6* G A™. Ainsi f{x) = f{y,9) = 
f{y\,-,yn,Oi,...,em) = Efc=o fk{x)ek + ELi fp+i{x)£u avec yi = YJk^o Vi^k e Aq et 9j = Yh=\ ^j^i 
ou /o, ...,fp+q sont des fonctions reelles. Par consequent 

p q 
df{x) = ^ dfk{x)ek + ^ dfp+i{x)ei 
fe=o ;=i 

= EE [ES.(-K + E^(-N'^^f 

i=l fe'=o fe=0 ■>'t 1=1 l^i 

+ EE[E|^(-)- + e1i^(-)^']4 

j=l l' = l fe=0 j 1=1 3 

(2-1) = EE|^^(-)^^r + EE^(-)< 

soit / S-difTerentiable en a; et /i = [hi, /i'^, h'^) G A^ x A^^ ; 

i=l j=l 

= E E Q^ix)ek'dyr{h) + Mx)£i'd0Uh) 
i=i fe'=o ^* j=i ;'=i -J 
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c'est-a-dire si 

dyi dy. 



Vi = l,...,n;\/k' = 0, —ix)ek' = tttf^^)' 



Vj = l,...,m;W = l,...,q; -Qf{x)ev = g^i^)^ 
ou encore, puisque §^^{x) = -§^{x) : 

PROPRIETE : une fonction f Prechet-differentiable en ses variables reelles est S-differentiable en a; G A si 
df df 

(2.2) a^^^^ = a^^^)'^'^'' Vi=l,...,netVA;' = l,...,p 

df df 

(2.3) ^a^*^^)' a^^^^^ ^ A(ei,...,£g) := {(aei, affg) , a e A} ,Vj = l,...,m 

Rappelons que Mr{x) est defini modulo ^Ai. 

Nous sommes ainsi amenes naturellement a traiter differemment les "variables commutatives" yi, ■ ■ ■ ,yn 
et les "variables anti-commutatives" 6\,. . .,9m- 

2.1. Etude dans Aq. Oublions provisoirement les variables anti-commutatives et interessons-nous aux 
variables yi, Et, d'abord, considerons le cas n=l. 

Soit / une fonction d'un ouvert U de Aq dans A. Si a; = T%=q x'^Ck £ U, alors / est S-difTerentiable 

en X si df{x) = ■§^{x)Y^\.^^^Rkdx^ puisque, pour tout k, -^prix) = -^{x)ek comme nous venons de le 
voir. Dans le cas general, nous decomposerons df{x) en une partie Ao-lineaire notee d'f{x) et un reste note 
d"f{x) : 

df{x) = d'fix) + d"f{x) 



avec 



d'f{x) = ^{x)j2ekdx^ 

fe=0 



Plus generalement, si iv est une forme differentielle definie dans U, a valeurs dans A, nous definissons 
(2.4) d'. = t'>^dx^§i^ 



dx/' 

fc=0 



fc=i 

On verifie immediatement que d'^ = d"^ = et done d"d'+d'd" = 0. Une fonction f est S-differentiable dans 
U si et seulement si d"f = dans U. On generalise aisement au cas de plusieurs "variables commutatives". 
Si a; = (a;i, a;2..., a;„) G Ag avec Xi = J2k=o xfek, on definit pour iv une forme differentielle de degre 
quelconque definie dans un ouvert U de Ag , et a valeurs dans A, 

" P a n 

(2-6) d". = J:j:d4i^-e.§^), 

i=l fe=l i i 

(2.7) <l'^ = Y,Y.^kdx^i^. 

i=l k=0 

Remarque : dans le cas de Ag = C, la fagon traditionnelle de definir I'operateur de Cauchy-Riemann n'est 
pas la m6me que ci-dessus, puisque I'habitude est de faire eclater df en une partie C-lineaire et une partie 
C-antilineaire. Cette procedure ne pent marcher ici car nous n'avons pas, dans le cas general, d'operateur de 
conjugaison. Toutefois, I'operateur de Cauchy-Riemann habituel dans C et celui qui est defini ci-dessus ont 
le m6me noyau, I'ensemble des fonctions holomorphes. Et c'est ce qui nous importe, puisque notre objectif 
est I'etude des fonctions S-differentiables (c'est-a-dire, dans le cas de C, des fonctions holomorphes). 
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2.2. Etude dans A™. Occupons nous, maintenant, des "variables non-commutatives", et, tout d'abord, 
du cas d'une seule variable anti-commutative. Soit / une fonction definie dans un ouvert U de Ai, a valeurs 
dans A. Si 6' = J2l=i ^^^i ^ U, f est S-differentiable en s'il existe un element ^{0) de A tel que, pour 
tout / = !,... ,9, iirie) = %i0)ei. 

Mais, contrairement au cas des "variables commutatives", il n'existe, en general, aucun moyen cano- 
nique pour determiner le coefRcient multiplicatif §^(^) de I'application Ai-lineaire d'f{0) ; autrement dit, 
il n'existe, en general, aucun moyen naturel pour decomposer df{0) en une partie Ai-lineaire et un reste. 
Pour conserver le maximum de souplesse dans le choix de ces projections associees de df{9), nous suppo- 
serons que nous disposons d'une norme || || dans A (norme sous-additive ||xa;'|| < C||a;|| ||x'||) deduite d'un 
produit scalaire g {eiCj = gij pour i,j = 0, 1, ...,p + q). 

Nous cherclions a definir un operateur d" dont le noyau contient les fonctions S-differentiables. 
Nous pourrions effectuer une projection orthogonale de (^§gT{0), ■ • ■ , ^(^)) sur A(£i, . . .Eg) afin de definir 
d'abord d' = d — d" puis d", mais cela ne donne pas, en general, un operateur d" vraiment explicite et, 
partant, il semble difRcile d'obtenir ainsi une solution fondamentale explicite pour I'operateur d", ce qui 
sera I'objectif du paragraphe suivant. 

d" est bien plus explicite si nous supposons satisfaite la condition suivante : 

il existe une suite finie 1 — si < S2 < ■■■ < Sr < Sr+i = 9+1 telle que 
(2.8) Sj — Ss^ttj si Sk < j < Sk+i oil aj £ A et ~ = ... = a^^ = eo 

(en fait aj est un element de Aq). 
Alors : 



PROPRIETE : Sous la condition f2. 8\) sur Ai, une fonction f est S-differentiable en 6* e Ai si 
(2-9) (^(^),...,^(0))GA(e.„...,e.J 



df df 

(2.10) -^{0) = Q^SO)a, si Sk<]< 

La plus utile des deux relations ci-dessus lorsque nous clierclierons a donner des proprietes de regularite 
des fonctions S-differentiables sur un ouvert de Ai sera l|2.10p . Nous sommes done amenes a poser 

et 



80^ ^ d0'>' / ' 



r Sfc+i-1 „ 
O 



' 80^^ 

k=l j=Sk 



On verifie immediatement que d'^ = d"^ = et d'd" + d"d' = 0. 
On generalise au cas de plusieurs "variables anti-commutatives" : Si 6* = {0i,02, ■■■,0m) £ A™ avec 0i 
^i^i' oil definit pour une forme differentielle w definie dans un ouvert U de A™, 



(2-11) ^'- = EE E 

1=1 k=l ]=Sk * 

m r — 1 

(2.12) T. ^.^^--1^'.) 



2.3. Cas general. Enfin, dans le cas d'un superespace R]^'™ — Aq x A™ sur la CSA A, un element x de 
M^'™ est note x = (y, 6*) = (?/i,y2, 6'i, ...,6',„) e AJ} x A^" avec Vi = Yl]=o yfej et 0k = Yd=i ^i^i- Les 
variables anti-commutatives 0i,...,6'm etant fixees, nous avons defini dy I'operateur de Cauchy-Riemann 
dans Aq, dy — Sj=i '^Vi^'^ ~ ^iaf^)- ^es variables commutatives ?/i,...,?/„ etant fixees, nous 

Savons aussi definir dg I'operateur de Cauchy-Riemann dans A™, nous pouvons definir I'operateur de 
Cauchy-Riemann d" dans M^'™ en posant d" = dy + dg. 



6 



22 octobre 2009 



3. Representation integrale et solution fondamentale de d" . 

Si D est un ouvert de M^'™ borne et a frontiere lisse, si / est une forme continue dans D et de classe 
dans D, nous cherchons une representation integrale de /, c'est-a-dire nous essayons d'ecrire 

(3.1) I{x) = / f{y)K{y,x) - I d"fiy)K{y,x) + d" f fiy)K{y,x), xeD 

JdD Jd Jd 

Cette representation integrale pent s'ecrire en termes de courants d"K{y, x) = [A] ou [A] est le courant 
d'integration sur la diagonale A = {{x,x) : x e D} (voir [HP]). Un noyau K{y,x) verifiant cette derniere 
egalite est appele solution fondamentale de I'operateur de Cauchy-Riemann d" . Chercher une formule de 
representation integrale pour d" equivaut done a chercher une solution fondamentale de d" . 
Soit * : DxD^ M^'™ definie par '^{y,x) =y- x. Mors [A] = ^'*([0]) oil [0] est le courant d'evaluation 
en e M^'". Done d"K = [A] s'ecrit aussi d'Tl = [0] si Ton pose K = ^>*n (le premier d"K porte sur les 
deux variables (x,y), d" = dy + d", tandis que le second d'Ti porte sur la variable x' — y — x que nous 
noterons x). 

Comme dans le paragraphe precedent, nous allons d'abord supposer que f est une forme en x G Aq (done 
n = 1 dans un premier temps) et fixer les variables 9 € A™. Dans le cas Aq = C, une solution fondamentale 
de d"^l = [0] est O = Mais pour p > 1, notre algebre commutative Aq n'est pas integre (cf. [BMJ ou 
le theoreme de Frobenius classifiant les algebres reelles associatives de division de dimensions finies). Nous 
n'avons pas non plus de eonjugaison sur Ao comme en analyse complexe ou quaternionique, et un noyau 
resolvant de type Bochner-Martinelli n'est pas envisageable. 



Nous devons chercher une solution fondamentale sous une autre forme. 
Nous munissons Aq d'une norme euclidienne || || pour laquelle (cq, •■•,ep) est une base orthonormee (avec 
eo I'element unite). 

Lemme 3.1. Soit fl{x) — oil A{x) ~ X^iLi {~^)''Ai{x)dxi est une p-forme d coejficients Ai{x) 

ndmes (en xq, Xp) homogenes de degre k et verifiant d"fl — hors de 0. Alors d"fl = — ^ i^||2:||<i '^"^] 
[0]. 

Preuve : Soit (p G C^(Ao) une fonction test. 

{d"Q, (p) = {D,, d"ip) = {Vt, ^ ( ^ - ei^^ ) dxi) 



i=0 

p 



i=l 



p+k yQxi dxQ 



— — lim / d 

||a;||>e 



Aiipdxi AiCiipdxQ 



(pd"n 

|a;||>£ 



lim -— r / (py^ Aidxi{-iy - AiCtdxa 
'(0) / {-lyA.dx, - e^Aidxo 

= -^(0) / iil^- e^l^l dx,...dxp = -m [ d"A. 



Ainsi, grace a ce lemme, pour obtenir une solution fondamentale pour d" , nous allons chercher fl{x) 



^^^^ avec A{x) p-forme a coefficients polynomes homogenes de degre 1 verifiant /||2.||<i d"A ^ 0. 



Remarque : hors de 0, d"n = s'ecrit jj^fpr - ^ y^[[p|a A A = 0, c'est-a-dire 

d"A - d" log +^ A A = 0. Si w est une forme reguliere (hors de 0), definissons I'operateur T par : 

T{lu) = d"Lu - d"log||a;f+' Ac^. 

II est immediat que = 0. On a done envie de choisir A = T{v) ou v est une (p-l)-forme, de fagon a 
avoir d'Tl = hors de 0. Mais on verifie qu'alors J»^u^i d" A = et done, d'apres le lemme, on obtiendrait 
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d"n ^ au lieu de d"n = [0] . 
Par consequent, nous considerons 

(3-2) "=^E(-i)^s^;Efe^ 



A 



Xk 



fc=0 



|p+i' 



ou 6^ G A et a; = X]fc=o ^k^k- Nous allons choisir les elements de A de fagon a obtenir d"Vl = Q hors de 
0. Par un calcul direct, 



(3.3) d"n = 

d'TL = s'ecrit done 
(3.4) 



E 



(p+1) 



E^^ 



Xk 



fc=0 



dxodxi...dxp. 



p+ 1 



E E 2;j2;fc6^ -EE ^oXkejb\ 



= 1 k=o 



j=l k=0 



c'est-a-dire 

E (^^ - ^.^?) 



p+ 1 



j=i j=i j=i fc=i i<j<k 

|2 



II faut done annuler le polynome obtenu en multipliant par ||x|| le premier membre, ce qui donne : 

''^° = ELi ekbi; j = l,2,...,p 

b'; + bi = 0; j,k = l,...,p; j 
[b] = -ELi ekbl = ^ELi ibl-ekblh J = 

La premiere ligne permettra de definir 5° quand nous connaitrons les 6^. La deuxieme ligne donnera 6^ 
quand nous connaitrons 6^ pour j < k. La derniere ligne exprime d'abord que tous les bj sont egaux a une 
constante b — — X]fe=i ^fe^fe s'ecrit done, compte tenu des deux premieres : 



p p 



b = - 



E = ~E ^'^■E = " E ^fe^'^^ 

fc=i fe=i !=i fc,;=i 

p 

E " E ^'^^'^^ - E ^'^^'^^ 

fe=l fc<i Kk 

j^e^b-Yekeiib'. + b'i) 



k=l 
P 



k<l 



k=l 



ou encore 



(3.5) 



fc=0 



Alors trois cas se presentent. 

Si J2k=o de diviseur de 0, necessairement 6 = et done /||j.||<i d,"A = : nous n'avons pas de 

representation integrale. 

Si Y^k=o ^k ^ '^^^ diviseurs de 0, on prend pour b I'un de ces diviseurs et alors /||2.||<i d"A est non 

inversible : nous n'avons pas une bonne representation integrale. 
Enfin, si Aq verifie la condition (Aq) suivante : 



k=0 



nous prenons pour b un element inversible de A, par exemple, b = cq, et choisissons bj — si j ^ k; nous 
deduisons alors du lemme \3l\ puisque /j|a,||<i d,"A — [p + l)eoVol{B{0, 1)) ou Vol(B(0,l)) est le volume 
de la boule unite de Aq : 
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Proposition 3.2. 



-1 ^ 

"° = ip+l)Vol{B{0,l))\\x\\P+^ ^ 



j + Xjeo)dxj 



est une solution fondamentale de d" dans Aq. 

ExEMPLES : La condition (Aq) est verifiee dans les exemples 1, 4 et, lorsque k = 2 modulo 4, dans I'exemple 
3 du paragraphe 1. Elle ne Test pas dans le second exemple (ce serait d'ailleurs en contradiction avec la 
proposition 15. II du paragraphe 4). 



La condition (Aq) sera toujours supposee verifiee dans la suite. 

• Occupons nous, maintenant, de chercher une solution fondamentale pour I'operateur d" defini sur Ai. 
De fagon a disposer d'une expression explicite pour d" , nous supposerons satisfaite la condition (|2.8p ; par 
consequent, nous avons : 

k=lj=sk + l ^ 

Nous munissons Ai d'un produit scalaire en supposant que (ei, ...,£g) est une base orthonormee, notons 
II II la norme associee, et cherchons une solution fondamentale de la forme : 

(3.6) " = E E i-^y-'de^T.- 

fe = lj=Sfc+l 1 = 1 

On calcule d'Tl liors de 0, et Ton note dV = dO^ A ... A d6'«, 



1 b'/ 



d"n 



k=l j=Sfc+l 

r Sk+i—1 

E E 

k=lj = Sk+l 



9^ -aj9"')d0^ 



^E E {^-a,br)dV- 



r Sfc + l — 1 q 

Y: E (-ir^rf^^E^!^' 

fc = l j = Sk 1 = 1 

r Sfc + l — 1 / q 



dV 



1 9+2 



E E {o^-a,e^^)\Y.h\o^\dv. 



k=l3=Sk+l 



^/=l 



done 



\er+^d"^dv 



r Sk+i—1 

T E ( 

r Sfc+i— 1 r Sfc+i — 1 

-E(^")' E -.^f + E E (^'^'^ 

k=l i=Sfe + l k=l]=Sk+l 



^ E 



'[EE E 

k=i fc'=ii=Sfc/+i 



E "j^?' + E '^j-^: 



Sfc+l-1 ^ 

E 

l=Sk + l / 



J2 0'()\b) + 6i) 



il<k 

j,k^So,...,Sr 



On veut que d'Tl soit nul hors de 0, ce qui s'ecrit done : 



= 



si j ^ k, jetk ^ {si, s^} 

E 

Sfc + l-l 

E 

j = Sk+l 



E 



E E (^i ~ "'j^T^ ^ '^^j ^ ^'^ E pour tout fco eO,...,r. 



/c=l j=Sk+l 
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Comme dans le cas de Aq, la premiere ligne definit 6^ a partir de bj si j < k et la deuxieme definit 
bj'' a partir des bj. La troisieme ligne est une consequence des deux premieres. En effet, d'apres les deux 
premieres lignes, nous avons : 

Sk + l-l Sfc' + l-l Sfc + 1-1 Sfc' + l-l Sfc' + l-l + 

i = Sk + l j = Sy+l i = Sfc+l i = j = S,.,+ll = Sk+l 

= E E ''MH + h\) = 0. 

J = Sfc+l l = s^,+l 

Enfin, la quatrieme ligne exprime evidemment que tons les 5j sont egaux a une constante b £ K. Des lors, 
la derniere egalite de la quatrieme ligne s'ecrit : 

c'est-a-dire : 

Sfco+l-l 

b «/ = 

quand la premiere egalite de la quatrieme ligne s'ecrit : 

^ = ^E E = T^E E E vEE«.-K&i+^!)-;E E «/• 



^ ^^^^ ^^^^ J ij* ^^^^ ^^^^ ^^^^d ^ ^ / J ^^^^^ ^ ^ f ' 

k=lj=Sk+l fc=l j=Sfc+l i=Sfc+l k=l j<l k=lj=Sk+l 



Comme I'on veut, tout comme dans Aq, que b soit un element inversible de A, afin d'obtenir une bonne 
formule de representation integrale, nous sommes amenes a imposer a Ai la condition suivante : 

(Ai) : II existe une base (ei, ...,eq) de Ai verifiant et telle que \/k — 1, ...,r : X^j^V^ ^ ~ 

Des lors que la condition {Ai) est satisfaite, nous pouvons ecrire une solution fondamentale explicite 
pour I'operateur d" sur Ai ; par exemple, prenant 6 = eo et = si j A: , j,k > 2, nous obtenons 
comme candidat : 

Pour verifier qu'il s'agit bien d'une solution fondamentale, nous devons etudier la singularite en 0, ce qui 
se fait de fagon analogue au cas de Aq, a I'aide du lemme [SU] (voir aussi, ci-dessous, la demonstration dans 
Aq X A^", dont le cas present est un cas particulier). 

Exemple. Si Ton prend Ai — eiAq, alors la condition (Ai) se ramene a la condition (Aq) si Ton pose 

£.7 = £16,-1 ■ 



La condition (Ai) sera supposee satisfaite dans toute la suite. 

Desormais, il reste a chercher une solution fondamentale pour d" defini sur un superespace R^'™ — Ag x A™. 
Nous supposons toujours satisfaites les conditions (^o) et (Ai), et, dans ces conditions, en notant un 
element x de R^'™ : x ^ {y,0) ^ {yi, ...,?/„, 6*1, ...,9m) avec = I]j=o Vi^i Ok = J2l=i ^k^h nous avons 
defini, a la fin du paragraphe precedent, I'operateur de Cauchy-Riemann par : 

1=1 3=1 x'-'yi / i=ik=ot=sk+i ' ' 

Nous notons 

fg = dyl..dyl..dyl.Iji...dyf...dyl..dyP.dBl...del..del...de'i,, 

(3.8) <^5^ = dyi..dy{...dyi..dyi.d9\...dei...del...d9i...dei...dei...dei,, 

[dv = dyl..dyl...dyl..dyi.de\...dei...del...dei,. 
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et, au vu des resultats precedents, cherchons une solution fondamentale de d" sous la forme 

n p p 



n = 



|U||n(p+l)+gm (XIX] ^.yj ^ Al'"yf 

" " i=l i=l a=0 



1 = 1 k=l t=sk + l /3=1 

ou Af" et B,*''^ sont des elements de A. Par un calcul direct, nous obtenons d"fl, hors de : 



d"n = 



1 



n p 



||2.||n(p+l)+gm 

n{p + 1) + qm 

' ||a;ll"(P+l)+9"»+2 



m r .''fc+i — 1 

i=l j=l 1=1 fe=l t=Sfc+l 



E E - + E E E (^^* - 



dV 



done 

||a,||n(p+l)+9m+2^//j^ 



n p 



m r ^k+i—'^ 

EE(^f -^.^f)+EE E 

i=l j=l i = l fe=l t=Sfe + l 



i j i,j l,k t 

+ EE(^n^sf* + E y?E - E ^r'e.) 

l,k I i j a— 1 

+ E 2/?2/a^r+<'^) + E^rE^Ki3r^^-E^f'*«/') 



l<Q<j 



i /3</3' 

Ainsi, d'Ti est nul hors de si et seulement si : 



+ E E Of^f{Br'+Bf^f^)). 



E/3 



/^j" '^J n(p+l)+qm 



D'apres les deux dernieres lignes de ce systeme d'equations, les elements A^'-' et -B*'* de A sont tous 
egaux a une constante A € A. Compte tenu de cette remarque, les deux dernieres lignes sont consequences 
des quatre premieres et des conditions Aq, Ai. Le systeme se reduit done aux quatre premieres lignes. On 
peut done choisir arbitrairement les constantes A, Af" et Sf ''^ {i = 1, ...,n; j = 1, ...,p; a = 1, a < 
j; I = 1, m; /3 < f3'). Des lors la troisieme ligne donne Af^ , la premiere A"'-' {a < j), la quatrieme B*''"' , 
la deuxieme i?f (j3 < (3'). Par exemple, choisissons ^ = eo et A^'" = B^'^ = 0. On obtient = Sj et 
-B;*'** = at si Sk < t < Sk+i ; posons 



9.= 



1 



la;||i(p+l)+9»" 



^^(_l)(P+i)(i-iH^(y.eo + j/«e,)ciz/^ ^ (-l)"(-W-^(^feo + 



l = \ fc=lt=Sfc+l 
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II reste maintenant a etudier la singularite de O ; si y> = (^(y, 9) est une fonction C°° a support compact 



sur 



{d"n, ip) = (O, d"ip) 



i,j l,k.t ' ' 



+ E(»i=»+^r''.)(|j-«.^))<iv' 



||x||>£ II II j 



l,k,t 



JiixiKi TT rri 



-V?(0)[n(p + 1) + 9m]eoyoZ(S(0, 1)). 



Done, si Ton pose 



^^■'^^ " " [n(p+l) + 9m]yo/(S(0,l)) 

Nous pouvons resumer les resultats de ce paragraphs dans le theoreme suivant. 
Rappelons : 

(Aq) : il existe une base (cq = l,ei, ...,ep) de Aq verifiant 



E^/? = o 



k=0 

(Ai) : il existe une base (ei, Sq) de Ai et une suite finie Si = £i < S2 < •■• < Sr < Sr+i = q+l telles que, 
pour tout j = 1, q, il existe Uj G Aq verifiant ej = ajEsk si Sk < j < Sfc+i, avec Us^ = a^^ = ■■■ = cLs^ = cq 
et 

= pour tout k = 1,2, r. 
On ecrit tout element x de R^'™ = AJ} x Af : 

a; = (y, 6') = {yo, ■■■,yn,Oi, ..■,9m), avec t/i = E ^/i^i et 6*^; = E ^fe^' • 

j=o ;=i 
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L'operateur de Cauchy-Riemann d" est defini par 



Theoreme 3.3. Si Aq verifie la condition (Aq) et Ai la condition (Ai), I'operateur de Cauchy-Riemann 

solution font 

c{n,m,p, q) 



d" dans R]^'™ admet une solution fondamentale Q donnee par : 

n p 



i=l j=l 



m r s _|_ 1 — 1 

(3.10) +EE E {-ir^'^'^^'-\Oleo + e^''at)d0j 

1 = 1 k=l t = Sfc + l 

oil c{n,m,p,q) = —({n{p + 1) + qm)Yol{B {0,1))) ^, et ou dyl et dOj sont definis en ^ 

Soit D un ouvert de M^'™ borne a frontiere lisse, soit \1/ : D x D ^ M^'™ definie par \l/(x',a;) = x' — x. 
Definissons : 



n p 



= - ii^/r^HV+iH.^ [ E E i-D^^^^-^^^m - yi)eo + {y1 - y^)e,)diy'l - yl) 

m r -5 1 — 1 

(3-11) +EE E (-ir^''+'^+*-'((<-^f)eo + (^'r-^r)at)d(0i-^f) 

1=1 k=l t=Sk+l 

Le noyau K verifie, si I'on pose d" ~ rf", + c?" : 

d"K{x',x) = = ■^*d"n = ^*[0] = [A]. 

Nous pouvons reecrire cette derniere egalite dans le corollaire suivant. 

CoroUaire 3.4. Sous les hypotheses du theoreme precedent, si f est une forme (ou une fonction) continue 
sur D et de classe dans D, alors pour tout x ^ D, nous avons : 



(3.12) f{x)^ f{x')K{x',x)- d"f{x')K{x\x)+d'U f{x')K{x\x). 

JdD JD JD 

II va sans dire que dans la formule de representation integrale ci-dessus, le dernier terme est nul si f 
est une fonction, et I'avant dernier aussi si f est une fonction S-differentiable, voire qS-diflerentiable (i.e. 
verifiant d" f = 0). 

NOTATIONS. Lorsque n = 1 et to = (resp. n = et m = 1) nous noterons 

(3.13) Ko = 1'*r2o (resp. Ki = ), 
ou rio et fii sont definis dans la proposition 13.21 et en p.7p 



4. Consequences de la representation integrale des fonctions qS-differentiables. 
Un resultat de convergence de suites de fonctions qS-differentiables. 

Proposition 4.1. Soit D un ouvert de Aq ou Ai ; si une suite (fk) de fonctions qS-differentiables sur D 
converge vers f uniformement sur tout compact de D, alors f est qS-differentiable sur D. 



II suffit de prouver I'uniforme convergence sur tout compact de D des suites {D°'fk)k, pour tout multi-indice 
a de longueur |a| = 1, puisqu'alors / sera Frechet-diflerentiable sur D et les conditions — s-i-^){f) = 
si D C Ao (ou bien (^ — ai-Q^){f) — pour Sk < i < Sk+i si C Ai) decouleront des egalites analogues 
sur les fk- 

Soit G compact C ^l CC D <Z Aq, ou fl est un ouvert a frontiere de classe par morceaux, et ip fonction 
a valeurs reelles, a support compact inclus dans fl, ip = 1 au voisinage de G. D'apres le corollaire 13.41 (et 
les notations (j3.13p ). pour tout x <E G : 



i^{x){fk - fk+i){x) = {fk- fk+j){y)d"^{y)KQ{y,x) 
Jn\G 

Comme \D°' KQ{x,y)\ < | |a; — yj uniformement en a; G G et y G VL\supp^lj, on obtient le resultat par 
differentiation sous le signe somme. 

L'estimation analogue \D°'Ki{x,y)\ < \\x — donne le resultat lorsque D C Ai. 
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Une formule de representation integrale sur la frontiere distinguee OqP d'un polydisque de Aq x A™ : 

Proposition 4.2. Soit P = Y['j=i^ ou chaque Aj,j — 1, . . . , n (resp. j = n+1, . . . ,m) est un polydisque 
de Aq (resp. Ai) ouvert non vide. Si f est continue sur P et separement qS-differentiable sur fl C Aq* x A™ 
avec P (1 Q, alors pour tout x = (y, 9) = {yi, . . . , yn, 6i, . . . , 6m) G P : 

„ n rn 

(4.1) f{y,o)^ f{wu... )\{K^{wj,y,). n K^i-'iA) 

On deduit tout d'abord aisement de la proposition 14.11 que yj ^ /(ai, aj_i, . . . , a„, 6) est qS- 
differentiable sur Aj des que aj e , Vi ^ j et € Aj,Vi — l,..,m (et mutatis mutandis pour 

Gj '-^ fia,bi, ...,6j_i,6lj, . . .,bra)). 

Nous pouvons ecrire, en supposant n ^ par exemple 

fivi, ■ ■ ■,yn,Oi, ■ ■ • / f{wi,y2, . . . ,y„,6'i, . . . , 6'„)ifo(wi, 2/i) • 

JdAi 

puisque y2 f{wi,y2,-.-,yn,0) reste qS-differentiable pour wi G (9Ai, on peut iterer le processus, et 
appliquer le theoreme de Fubini (/ etant continue sur P). 

Un theoreme de prolongement de type Hartogs-Bochner. 

Grace a la formule de representation integrale des fonctions S-differentiables donnee par le corollaire l3.4l 
et aux proprietes de I'operateur d", nous obtenons : 

Theoreme 4.3. ; Sous les conditions (At)) et (Ai), si dVl est le bord connexe d'un domaine Q. borne de 
Aq X A™, avec n + m > 2, et f une fonction qS-differentiable au voisinage de dfl, alors f se prolonge en 
une fonction qS-differentiable surfl. 

L'operateur d" et le noyau K verifient hors de la diagonale de M^'™ : d'^K'^^\w,x) — — ou 
K'^^^ {w, x) designe la composante de degre j en x et n{p+l) + mq — l —j enw du noyau K. Par suite, si Di, 
D2 sont des domaines a frontiere de classe par morceaux, Di CC 51 CC 152 avec dDj C j = 1, 2 ou 
V est un voisinage ouvert de dVl sur lequel / est qS-differentiable, les fonctions Fj = Jgj^ f{w)K^°\w,x), 
j — 1,2 sont qS-differentiables respectivement sur M^'™ \ dDi et sur R^'™ \ dD2. Supposant par exemple 
n 7^ 0, en appliquant le corollaire l5.9l a la fonction {yi, a' , b) E AqX Aq^^ x A™ Fi{yi, a'; b) pour chaque 
{a',b) tel que Aq x {{a',b)} dDi = 0, on montre ensuite, par prolongement analytique, que la fonction 
Fi est nulle sur la composante connexe non bornee de Di. Par suite, la fonction F2 est qS-differentiable 
sur n et prolonge /. La preuve du theoreme est alors analogue a celle du Kugelsatz de Hartogs-Bochner 
donnee dans |LM] par exemple. 

5. Analyticite des fonctions qS-differentiables. 

Une application / Frechet-differentiable sur D domaine de Aq a valeurs dans A est S-differentiable si et 
seulement d" f = sur D. Nous avons deja vu , au troisieme paragraphe, que la situation n'est pas tout a 
fait la meme lorsque les variables sont dans Ai. 

Definition : / : D C Aq x A™ — > A est quasiment S-differentiable {qS-differentiable en abrege) si elle est 
Frechet-differentiable sur D et telle que d"f = sur D. 

Si / est S-differentiable, alors elle est qS-differentiable. 

Si m = 0, / est S-differentiable si et seulement si elle est qS-differentiable. 

On suppose toujours verifiees les conditions {Aq) et (Ai) sur A. 

5.1. Harmonicite ; un theoreme de Hartogs de qS-difFerentiablite separee. Etablissons tout 
d'abord quelques proprietes (harmonicite, principe du maximum) qui sont les analogues en super-analyse 
de proprietes des fonctions holomorphes. 



Proposition 5.1. Soit D un domaine de Aq x A™. Si f : D A est qS-differentiable sur D, alors elle 
est harmonique sur D, done R-analytique sur D. 
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Soit un polydisque P = YVi=i Pi{0'iii'i)- YVj=i Pji^j-i Qj) ^ frontiere distinguee doP. 
D'apres (gH]), pour x = {y,e) = {yi, ...,y„,6'i, ...,9m) e 
fix) = f{y, 9) = 4^ f{z, C) n;=i Koi^j^y,) UT=i Ki{Q,9,) 

Pour tout Zj e dPj{aj,rj), (resp. tout Cj G dPj{bj, pj)), le noyau KQ{zj,yj) (resp. Ki{Q,9j)) est Frechet- 
sur {j/j/llj/j < (resp. < et I'on a, pour tous les multi-indices ctj et f3j, 

avec ces conditions sur Zj, Q, yj et 9j : 

\\D'^^Ko{z,,y,)\\ + pJifi(C„0,)|| <Cste(r„p,)- 

On deduit alors de l4.1l que / est de classe C°° au sens de Frechet sur ^P. 
Nous avons 

Vj = 1, Vfc = 0, ...,_p: ^ I ^ \ „2^/ 



Vj = 1, m; = 1, f ; Vfc, S( < k < se^ 




d{y^)' dy^\ dy^^J d{y^)^ 

2 d^f 



Comme YX=o = Efelsi a| = • • • = a| = 0, / est harmonique. 

Une fonction / separement holomorphe par rapport a chaque variable Zj de C" , j = 1, . . . , n, sur un 
domaine SI de C" est holomorphe sur VL sans autre hypothese de regularite globale sur / mais ce theoreme 
de Hartogs n'est plus valable pour les fonctions K-analytiques. Nous deduisons toutefois de la proposition 
[Q : 

CoroUaire 5.2. Si une fonction f definie sur un domaine de AJ* x A™ et a valeurs dans A est se- 
parement qS-differentiahle par rapport a chacune de ses variables appartenant a Aq ou Ai, alors elle est 
qS-difJerentiahle sur Q,. 

La fonction / est separement harmonique en les variables yj G Aq « MP+^, j = 1, ..,n et 9j G Ai w M', 
j = 1, .., m au voisinage de tout point de fl done est globalement harmonique en [yi, . . . ,ym9i, . . . ,9m) 
d'apres (p. 361) ; par suite elle est de classe au sens de Frechet sur SI d'ou le resultat. 

CoroUaire 5.3. Soit f une fonction qS-difJerentiahle sur un domaine D de Kq x A™ et a valeurs dans 
A. Si f admet (en norme) un maximum local en un point de D, f est constante sur D. 

On deduit de I'harmonicite des composantes fj de / = X^o^' fj^j fonction continue H/IP est sous- 

harmonique, done localement constante des qu'elle admet un maximum local. D'ou le resultat puisqu'alors 
= All/IP =2EnV/,f. 

Remarque : la presence de diviseurs de zero interdit la generalisation de theoremes de type zeros isoles ou 
application ouverte . 

Si Ton considere la CSA Aq de I'exemplelHet la fonction / S-differentiable d'une variable y appartenant a 
Aq definie par f{y) — ye2, I'ensemble des zeros de / contient entre autres {ea + — , rt G N*} et par ailleurs 
/(Ao) = Vect (62,63) est non ouvert dans Aq. 



5.2. Analyticite. Pour j — 1, ...,m et 9j — X^i^j^i notons : 

q Sfe+l— 1 

(5.1) Z{9j) = ^ a,9) et, pour tout k^l,...,r : 'Kk{9j) = ^ 9] e, 

i—l i—Sk 

Une fonction / qS-differentiable sur D C Aq x A™ est done analytique reelle en les variables {y^, ...,y\, . . . , 
„o ,,p fli Qi Qi aq \ 

En fait, une fonction qS-differentiable possede une propriete d'analyticite bien plus forte puisqu'elle est lo- 
calement developpable en serie entiere des variables yi = X]fc=o 2/i j ?/2, J/n, Z{'Ki{9i)), Z[-nr{9i)), . . . , 

...,Zi7Ti{em)),...,Z{Trr{9m)). 

Proposition 5.4. Soit f : Z? C Aq x A™ A une fonction qS-differentiable sur D. 
Pour tout {b,[3) — {bi, ...,bn, Pi, Pm) £ D, il existe r > et des scalaires Ajj <E K oil I et J = 
{Ji, . . . , Jr) sont des multi-indices de N" et (N™)*" respectivement, tels que pour \\yj — bj\\ < r, j = 
1, ...,n et ||6'j - PjW <r, j = 1, ...,m 

(5.2) f{y,9)^ Ai,j{y-b)\Zi{9-P)YK..{Zr{9-P)y'^ 

i,Ji,...,j,- 
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avec absolue convergence de la serie. De plus : 

g\I\ + \Jl\+--- + \Jr\ f 

Le developpement 115.2]} est valable sur tout polydisque P de centre (h,(3) relativement compact dans D. 

Nous avons note 

(y-bY = (yi-5i)^^..(y„-6„^ si / = z„) e N" 

Zk{0 - /3) = [z{Trk{9i ~ /3i)), . . . , Z{TTk{e„, ~ /?„,))) ou Z{Trk{9)) est defini en {H]) 
(^Zk{e - /?)) - [z{TTk{9i - /3i))) (Z(^fc(0™ - /3™))) si Jfc = Ul • ■ • , G 



d{Zk9y^ d{9i''yi ...d{9'^y^ 

Lemme 5.5. Soit f un polynome en les variables reelles (y°,..,?/^) a coefficients dans A; / est qS- 
dijferentiable si et seulement si f est un polynome en la variable y = YTj=o ■ 

II suffit de prouver la condition necessaire pour les polynomes homogenes car la partie homogene d'ordre 
k d'un polynome qS-differentiable est qS-differentiable. On raisonne par recurrence sur le degre d. 
Si d = 1, / est M-lineaire (a une constante pres) et S-differentiable done de la forme f{y) — ay + /(O) ou 
a e A. 

Soit / polynome homogene en les variables reelles (y°, .., J/^) de degre d > 2 et S-differentiable. En tant 
que polynome, / est lisse au sens de Frechet, et Ton a pour tout k — 0, ..,p : 

^ ■ dy^dyi^ ayfe ^""^ dyO ' dyO ^ dy^ 

les sont done S-differentiables, homogenes de degre d—1, done, par recurrence, il existe 6 G Aq tel que 
§L ^ fe(y)<i-i et ^ = eubiyf-^ ; par integration f{y) = df{ty).ydt = ^(y)'^. 

Lemme 5.6. Soit f un polynome en les variables reelles {9^,. .,9'') a coefficients dans A; / est qS- 
si et seulement si f est un polynome en les variables Z{Tri{9)), Z{7rr{9)). 



La condition est clairement suffisante. On raisonne encore par recurrence sur d pour la preuve de la 
necessite de la condition. Pour un polynome homogene de degre d = 1, le resultat decoule de la definition 
de la qS-differentiabilite . II est aise de verifier la qS-differentiablite de pour j = 1, . . . ,r si / est 

homogene de degre d > 2 ; par hypothese de recurrence 

E b^^\ziM9)))'\..{Zinri9)))'"- , 5^eA,j = l,...,r; 

feiH hfcr=<i-l 

D'ou le resultat en appliquant la formule de Taylor et les relations = ak-^j pour Sj < k < Sj+i, 
k = l,...,q. 

Lemme 5.7. Soit / : A ^ A un polynome de degre d en les variables reelles y", y^, 9^, 0*? ; 
/ est qS-dijferentiable si et seulement si f s'ecrit sous la forme : 

d 

f{y,9) ^ J2 AKy''°{Z{TT,{9))f\..{Z{TTri9))f'' ouAk eA,^K eN'^+K 

\K\=0 

Preuve du lemme 

II suffit de le prouver pour les polynomes homogenes car la partie homogene d'ordre k d'un polynome 
qS-differentiable (resp. S-differentiable) est qS-differentiable (resp. S-differentiable). On raisonne par re- 
currence sur le degre d. Lorsque d = 1, le resultat decoule immediatement des definitions de qS et S- 
differentiabilites. Soit done / un polynome en y°, yP, 9^, 9'^ de degre d > 2 et tel que d" f = 0. Alors, 
necessairement d"(^) = 0. Ou bien ^ = et f{y,9) — ^'(0) (puisque ^ — ej-^). Ou bien ^ est un 
polynome homogene de degre d-1 et qS-differentiable. Par I'hypothese de recurrence, nous avons alors : 

|4(y.^) = E BKy''-'-\''\{Z{7T,i9))f\..{Z{7Tri9)))''\ on BkE A 

K=(ki,...,kr) 
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9/ a/ 

d'ou en appliquant comme plus haut la formule de Taylor a fi-,0) : 



et toujours Tf-^ — 



d-l 



f{y,9)= ^ B'j,y''-\'<\{Z{7:,{9))y\..{Z{7:^i9))y'-+^ie), on B'^ ^ Bk / {d - \K\) 



\K\=0 

K={ki,...,kr) 

d'ou le resultat d'apres le lemme [5^ applique a 5". 

PREUVE DE LA PROPOSITION 15.41 : Soulignons que, en dehors de la diagonale, le noyau reproduisant 
Ko{x,y) des fonctions S-differentiables sur un domaine de Aq est lisse au sens de Frechet, mais n'est pas 
iS-analytique ; nous ne pouvons done pas raisonner exactement comme dans le cas holomorphe de une ou 
plusieurs variables, meme pour passer du cas n = 1 au cas n quelconque. Et la meme remarque vaut pour 
le noyau Ki. 

• Si / : -D C Aq — > A est qS-differentiable sur D, elle est reelle analytique et pour tout a £ D, il existe des 
reels > tels que 

(5.4) fix) = - "-y" • ■ • (a;^ - ou aj e A 

~'=bo,..Jp)6NP+i 

avec absolue sommabilite pour \x'^—a''\ < Vk - Chaque composante homogene de la serie etant S-differentiable, 
d'apres le lemme [531 il existe pour tout fc g N un element Cfe G A tel que 

(5.5) c.j{x° -ay° ...{xP -aPy- ^Ck{x-af ; 

\J\=k 

J=(jo,...,jp) 

d'ou par associativite des families sommables : 

(5.6) /(x) =^Cfc(:E-a)'= 



avec convergence en norme de la serie pour ||a; — a|| < minj rj. 

En derivant terme a terme le second membre de (|5.4p . on obtient, puisque eo est le neutre de A, en tenant 
compte de (|5.5p ou nous avons Ck = ct(k,o,...,o) ■ 

(5.7) 'dx^^^^ ^ '^^ encore -Q^io) = k\ Ck 
Remarque : tout revient done a deriver terme a terme l|5.6p . 

• Soit / qS-differentiable sur D C Aq, n > 2; supposons n — 2 pour alleger I'ecriture. Au voisinage d'un 
point (a, 5) E D : 

f{x,y) = J2 7/,j(^" - «"r ■ • • (a^^ - a^)^" (y° - ■ ■ • (y^ - ^^r'" 

/,JeNp+i 

/ = (iQ,..,ip), J=(jQ,..,jp) 

= [5] 7/,j(a^° - a°y° ...{xp- apy^j (2/° - by° ...{yP - bpy^ 

J I 

avec sommabilite pour ||x — a|| < r, ||?/ — 6|| < p. 

Par proprietes des series entieres, pour tout J fixe, la famille (7/,j(a;o — oo)'" . . . {xp — apy'')^ est sommable, 
de somme X/fc=o ( X/|/|=fc (■^o ~ '^o)*" ■ ■ • i^p ~ '^py^') i / est S-differentiable sur D, et done la somme 
X)/7/,j(a;o — ao)*° ■ ■ ■ (xp — o.py^ est S-differentiable sur {a; , ||x — a|| < r} ; appliquant le lemme [531 aux 
composantes homogenes de cette somme, nous obtenons 

oo 

(5.8) f{x,y) = Y [E^'=^-'(^-«)'] • ■ ■ {y^-bn'" = Y cfc,j(a^-a)' ■ • • {y^-vy^ 

jgNP+i fe=0 J,k 

avec Ck,j = 7(fc,o,...,o)„/- 

Les families {ck,j{y^ — b^y^' ■ ■ ■ {yP — bPyp {x — ay) j sont sommables, mais {x — ay pent etre diviseur de zero 
lorsque A: 7^ 0, et nous devons justifier, pour tout k G N*, la sommabilite de {ckj{y" -b^y" . . . [yP -bPy^) j. 

nous avons (x - a)^ ^ (.t" - a^e^ + E' ; la famille {ck,j{y° ~ 6°)^" ■■■{yP - bPy^ix^ - a^eoj^ est 
sommable et il en sera de meme pour {ck,j{y^ — b^y° ■ ■ ■ (yP ~ bPyp^ des que xq ^ oo ce qui est toujours 
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verifie pour un x proche de a convenablement choisi. Les sommes J2j Cfc,j(2/° — b'^Y" . . . (y^ — b^yp etant 
S-differentiables, on conclut grace au lemme [531 : 



f{x^ = X! ^k,e{x - af{y - bf avec Ak,i = 7(fe,o,...,o),(£,o) 
Et Ton obtient par derivation : 

Ql+k j Ql+k j 

(5.9) l\ kl Ak,i = g(^o)fcg(^o)£ (°' ^) ^oit encore £\ k\ A^j = Q^kg^ia, b) 

• soit / qS- differentiable sur un domaine D C Aq' x A™ ; supposons n = m = 1, le cas general etant 
analogue. 

La proposition 4.1 permet d'ecrire au voisinage de {a, (3) £ D : 

(5.10) fiy,e) = iiM~ay°...iyp-apyp{e'-py^...i0'^~p'^y^ 

"f=(ii,--,i,)6N9 

/ ,7 

Pour tout multi-indice / G N^^^, la serie J2j ~ P^)''^ . . . {6'' ~ /3')^'' est absolument sommable, 

de somme X/fe=o X/|j|=fc ~ P^Y^ ■ ■ ■ (^' ~ /?')-''' ; par qS-differentiablite de chaque partie homogene 

dans cette serie, on deduit du lemme [5^ I'ecriture suivante de / au voisinage de (a,/?) : 

/(y^^) = E ( E - mf' ■ ■ ■ (ziMo - m'^) iy° - ■■■iy'- 

/ fci,...,fc^eN 
ou a/,(fei,..,^v) = 7/,0-,i,o,..,o,i,2,o,..,Oj,,,o,..,o)- 

On verifie, comme precedemment, la sommabilite de chaque famille {ai^ki,..,kr (2/° ~ a'^Y" . . . (y^ — dPy')i ; 
si fci + . . . 7^ ; choisissons 9 = /? + X^fci Vi^si , reel, < 77^ << 1 ; alors Z{Tri{9 — Z?)))*^^ ... [Z{TTr{9 — 
/?)) = jy^^i . . est inversible ; la famille {ai^ki,..,k.{Z{TTi{0~P)))'" ■ ■ • (^('^r(6'-/9)))''") (y°-a")*° . . . {yP- 

'^^y^') i ) etant sommable pour ryi, ...,77^ suffisamment petits, il en est de meme de {c(i^{ki,..,kr) iv^ ~ 
a°y° . . . (yP - aPyp)i. Chaque somme J^ii'^Liki^.-.k^) (y" ~ ■ ■ - iv^ - aPy^)! est S-differentiable, ainsi 
que ses composantes polynomials homogenes, il decoule du lemme [5^51 le developpement cherche : 

oc 00 

/(y'^)^E E A^.K{y-aYZ{7,,{9~pyf\..{Z{^,{9-pyf'- avec A^,a- = «(^.o,..,o),if ■ 

M=l 1X1=0 

Derivant terme a terme dans 15.101 on obtient ensuite par unicite du developpement en serie entiere : 

Qfj.+ki + ...+k,. gii+ki + ...+kr 

fi\ky....ky.A^,(^k^.....,k^) = a(yO)Ma(0.i)fci...a(0..)fc. = dy^die^^^y^ ...d{9-'-y. 



• La derniere assertion de la proposition decoule de (|5.3p . de la proposition 15.81 ci-apres et du theoreme de 
prolongement des fonctions analytiques de variables reelles. Q.E.D. 

INEGALITES DE TYPE CaUCHY : 

Lorsque / est continue sur P (ou seulement bornee en norme sur P) et qS-differentiable sur P = 
Y[j ^jiaj',rj), elle est de classe C°° au sens de Frechet sur P et on pent prendre les derivees dans la 
formule l|4.ip pour \\xj — 1 1 < rj/2 pour tout j — l,...,n + m; rappelons que 

df df 91^1/ d^l^^f 
et 



dy, dy° d[Zu{9Y d{9l'')P^ . . . d{9'^Y^ ' 
Nous obtenons : 

n+m 

Proposition 5.8. Pour f qS- differentiable sur un polydisque P — Aj{aj; rj) et continue sur P, nous 
avons : 

ou ci^,j^^,,,^,j^ ^ P.jy. . . . jy. lorsque min(|/|, | Ji|, . . . , | J,.|) +00. 
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Nous avons note pour I — (ii, ... 



in) et Jk = (ji, . . . ,A: = 1, ...,r : 

)~^'^--^'^..(r„+™)--''^---''^-. 



Nous deduisons de ces inegalites et de la proposition 15.41 un resultat de type Liouville : 
Corollaire 5.9. Une fonction qS-differentiable et bornee en norme sur Aq x A™ est constante. 
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